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Tóm tắt: Trong bài báo này, chúng tôi giới thiệu khái niệm cặp ánh xạ T -
cyclic co kiểu Hardy-Rogers và thiết lập sự tồn tại điểm bất động chung của cặp
ánh xạ này trong không gian b-mêtric nón. Kết quả của chúng tôi là mở rộng của
một số kết quả tương tự trong [3, 6].

Từ khóa: Điểm bất động chung; ánh xạ T -cyclic co kiểu Hardy-Rogers; không
gian mêtric nón.

1 Mở đầu

Khái niệm ánh xạ cyclic được W. A. Kirt và các cộng sự ([8]) đưa ra và nghiên cứu vào
năm 2003 với mục đích mở rộng Nguyên lý ánh xạ co của Banach cho lớp các ánh xạ không
liên tục. Từ đó, vấn đề về sự tồn tại điểm bất động của các ánh xạ cyclic thỏa mãn điều
kiện co nào đó trong không gian mêtric hay trong các không gian tổng quát hơn như không
gian mêtric nón, không gian b-mêtric đã được nhiều nhà toán học quan tâm nghiên cứu và
thu được nhiều kết quả xem ([1, 3, 6, 8, 10]). Vào năm 2016, để mở rộng một số kết quả về
điểm bất động của các ánh xạ co yếu kiểu Chatterjea trong không gian mêtric có thứ tự bộ
phận, M. Dinarvand ([3]) đã đưa ra khái niệm cặp ánh xạ cyclic (ψ,ϕ,A,B)-co yếu kiểu
Chatterjea và chứng minh sự tồn tại điểm bất động chung của cặp ánh xạ này trong không
gian b-mêtric có thứ tự bộ phận. Trong bài báo này, để mở rộng kết quả của M. Dinarvand
([3]) và một vài kết quả trong ([6]) cho không gian b-mêtric nón, chúng tôi định nghĩa khái
niệm cặp ánh xạ T -cyclic co kiểu Hardy-Rogers và chứng minh sự tồn tại duy nhất điểm
bất động chung của cặp ánh xạ này và của cặp ánh xạ (A,B)-tăng yếu trong không gian
b-mêtric nón.

Đầu tiên, chúng ta nhắc lại một số khái niệm và kết quả cơ sở.

1.1 Định nghĩa. ([2]) Giả sử F là một tập khác rỗng và s là số thực s ≥ 1. Hàm
d : F × F → [0;∞) được gọi là b-mêtric trên F nếu với mọi u, v, t ∈ F , ta có

i) d(u, v) = 0⇔ u = v;

ii) d (u, t) ≤ s [d (v, u) + d (v, t)] với mọi u, v, t ∈ F ;

iii) d(u, v) = d(v, u) với mọi u, v ∈ F .
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Tập F cùng với một b-mêtric trên nó được gọi là không gian b-mêtric với tham số s, ta nói
gọn là không gian b-mêtric và ký hiệu (F, d) hoặc F .

Chú ý. 1) Từ đây về sau, khi nói tới không gian b-mêtric ta luôn hiểu tham số của nó
là s ≥ 1.

2) Từ định nghĩa về không gian mêtric và không gian b-mêtric ta thấy rằng không gian
mêtric là trường hợp đặc biệt của không gian b-mêtric khi s = 1.

3) Lớp các không gian b-mêtric thật sự rộng lớn hơn lớp các không gian mêtric.

1.2 Định nghĩa. ([4]) Cho X là không gian Banach trên trường số thực R. Một tập con
P của X được gọi là nón trong X nếu

i) P đóng, P 6= ∅, P 6= {0};

ii) Với mọi a, b ∈ R, a, b ≥ 0 và u, v ∈ P thì au+ bv ∈ P ;

iii) Nếu u ∈ P và −u ∈ P thì u = 0.

1.3 Chú ý. ([4]) Cho P là nón trong không gian Banach X. Trên X ta định nghĩa quan
hệ thứ tự ≤ được xác định bởi P như sau: với mọi u, v ∈ X

u ≤ v ⇔ v − u ∈ P.

Ta viết u < v nếu u ≤ v và u 6= v, và viết u � v nếu v − u ∈ intP, trong đó intP là ký
hiệu phần trong của P .

1.4 Bổ đề. ([4]) Giả sử P là nón trong không gian Banach X a, b, c ∈ X, và {un} , {vn} là
các dãy trong X, α là số thực dương. Khi đó,

i) Nếu a� b và b� c thì a� c;

ii) Nếu a ≤ b và b� c thì a� c;

iii) Nếu a� b, c� d thì a+ c� b+ d;

iv) αintP ⊂ intP ;

v) Với mỗi δ > 0 và u ∈ intP , tồn tại 0 < γ < 1 sao cho ‖γu‖ < δ;

vi) Với mỗi c1 ∈ intP và c2 ∈ P , tồn tại d ∈ intP sao cho c1 � d và c2 � d;

vii) Với mỗi c1, c2 ∈ intP , tồn tại e ∈ intP sao cho e� c1 và e� c2;

viii) Nếu a ∈ P và a < u với mọi u ∈ intP thì a = 0;

ix) Nếu a ≤ λa với a ∈ P, 0 < λ < 1 thì a = 0;

x) Nếu 0 ≤ un ≤ vn với mỗi n ∈ N và lim
n→∞

un = u, lim
n→∞

vn = v thì 0 ≤ u ≤ v.
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1.5 Bổ đề. ([4]) Giả sử P là nón trong không gian Banach X và {un} là dãy trong P . Khi
đó, nếu un → 0 thì mỗi c ∈ intP , tồn tại n0 ∈ N sao cho un � c với mọi n ≥ n0.

1.6 Định nghĩa. ([5]) Giả sử F là tập khác rỗng, P là nón trong không gian Banach thực
X và hàm d : F × F → X. Hàm d được gọi là b-mêtric nón trên F nếu tồn tại s ≥ 1 sao
cho với mọi u, v, t ∈ F ta có

i) d(u, v) ∈ P (tức 0 ≤ d(u, v)) và d (u, v) = 0⇔ u = v;

ii) d(u, v) = d(v, u);

iii) d (u, v) ≤ s [d (u, t) + d (t, v)].

Tập F cùng với một b-mêtric nón d trên nó được gọi là không gian b-mêtric nón với tham
số s và được ký hiệu bởi (F, d).

1.7 Chú ý. ([5]) 1) Trong Định nghĩa 1.6, nếu s = 1 thì ta được định nghĩa mêtric nón và
không gian mêtric nón. Nói cách khác, không gian mêtric nón là trường hợp đặc biệt của
không gian b-mêtric nón khi s = 1.

2) Tồn tại những không gian b-mêtric nón mà không phải là không gian mêtric nón.

3) Trong Định nghĩa 1.6, nếu ta lấy X = R, P = [0,∞) thì ta được định nghĩa không
gian b-mêtric. Như vậy không gian b-mêtric là trường hợp đặc biệt của không gian
b-mêtric nón.

1.8 Ví dụ. ([5]) Lấy X = R2, P = {(u, v) ∈ X : u, v ≥ 0} , F = R và d : F × F → X là
hàm xác định bởi

d (u, v) =
(
|u− v|β, α|u− v|β

)
, ∀ (u, v) ∈ F × F,

trong đó α, β, là hai hằng số, α ≥ 0, β > 1.

Khi đó, (F, d) là không gian b-mêtric nón với tham số s ≥ 2β > 1 nhưng (F, d) không
phải là không gian mêtric nón.

1.9 Định nghĩa. ([5]) Giả sử (F, d) với tham số s ≥ 1 là không gian b-mêtric nón, u ∈ F
và {un} là dãy trong F .

i) Dãy {un} được gọi là hội tụ tới u và được ký hiệu lim
n→∞

un = u hoặc un → u nếu với

mọi c ∈ intP, tồn tại số tự nhiên nc sao cho

d (un, u)� c,∀n ≥ nc;

ii) Dãy {un} được gọi là dãy Cauchy nếu với mọi c ∈ intP, tồn tại số tự nhiên nc sao cho

d (un, um)� c,∀m,n ≥ nc;
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iii) Không gian b-mêtric nón (F, d), được gọi là đầy đủ nếu mọi dãy Cauchy trong F đều
hội tụ.

1.10 Bổ đề. ([5]) Giả sử {un} là dãy trong không gian b-mêtric nón (F, d) và un → u ∈ F .
Khi đó, ta có

i) {un} là dãy Cauchy;

ii) u là duy nhất;

iii) Với mọi v ∈ F và với mọi c ∈ intP, tồn tại số tự nhiên n0 sao cho

1

s
d (u, v)− c ≤ d (un, v) ≤ sd (u, v) + c,∀n ≥ n0.

1.11 Định nghĩa. Giả sử (F, d) là là không gian b-mêtric nón và ánh xạ f : F → F . Ánh
xạ f được gọi là liên tục nếu mọi dãy {un} trong F mà un → u ta có fun → fu.

Ở đây và sau này ta viết fu thay cho f(u) với mọi u ∈ F.

1.12 Định nghĩa. ([1]) Giả sử f và g là hai ánh xạ từ tập X vào X. Điểm x ∈ X được
gọi là điểm trùng nhau hay điểm chung của f và g nếu fx = gx.

Nếu x là điểm trùng nhau của f và g thì điểm y = fx = gx được gọi là giá trị chung
của f và g.

Điểm trùng nhau và giá trị chung của ba, bốn ánh xạ cũng được định nghĩa tương tự.
Cặp (f, g) được gọi là tương thích yếu nếu fgx = gfx, trong đó x là điểm chung của f và
g.

1.13 Định nghĩa. ([6]) Giả sử A1, ..., Ap là các tập con khác rỗng của không gian mêtric

(X, d) và f :
p⋃
i=1

Ai →
p⋃
i=1

Ai. Ánh xạ f được gọi là cyclic nếu f (Ai) ⊂ Ai+1, với mọi

i = 1, 2, ..., p, trong đó Ap+1 = A1.

1.14 Định nghĩa. ([6]) Hàm ψ : [0; +∞) → [0; +∞) được gọi là hàm chuyển đổi khoảng
cách hay thay đổi khoảng cách nếu ψ liên tục, không giảm và ψ(t) = 0 khi và chỉ khi t = 0.

1.15 Chú ý. Trong bài báo này, nếu (X, d) là không gian b-mêtric nón và trên X có thứ tự
bộ phận được ký hiệu ≤ thì ta nói (X,≤, d) là không gian b-mêtric nón có thứ tự bộ phận.
Ta ký hiệu

£ = {ψ : [0;+∞)→ [0; +∞) | ψ là hàm chuyển đổi khoảng cách }

S = {ϕ : [0; +∞)× [0; +∞)→ [0; +∞) |ϕ(x, y) = 0⇔ x = y = 0,

ϕ

(
lim inf an,

n→∞
lim infbn
n→∞

)
≤ lim inf

n→∞
ϕ (an, bn) }.

1.16 Định nghĩa. ([3]) Giả sử (X,≤, d) là không gian b-mêtric có thứ tự bộ phận, A và
B là hai tập con đóng khác rỗng của X sao cho A ∪ B = X. Cho f và g là hai ánh xạ từ
X vào X. Cặp (f, g) được gọi là cyclic(ψ,ϕ,A,B)-co yếu kiểu Chatterjea nếu
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i) f (A) ⊂ B, g (B) ⊂ A,

ii) Tồn tại ψ ∈ £, ϕ ∈ S sao cho với mọi x ∈ A, y ∈ B mà x ≤ y hoặc y ≤ x ta có

ψ
(
s2d (fx, gy)

)
≤ ψ

(
d (x, gy) + d (y, fx)

s+ 1

)
− ϕ (d (x, gy) , d (y, fx)) .

1.17 Định nghĩa. ([9]) Giả sử (X,≤) là tập có thứ tự bộ phận, A và B là hai tập con của
X sao cho A∪B = X. Cặp ánh xạ f, g : X → X được gọi là (A,B)-tăng yếu nếu fx ≤ gfx
với mọi x ∈ A và gy ≤ fgy với mọi y ∈ B.

Hai định lý sau đây là các kết quả chính trong ([3]).

1.18 Định lí. ([3]) (Theorem 2.1)Giả sử (X,≤, d) là không gian b-mêtric đầy đủ có thứ tự
bộ phận với tham số s ≥ 1, A và B là hai tập con đóng khác rỗng của X; f, g : X → X là
hai ánh xạ (A,B)-tăng yếu. Khi đó, nếu

a) Cặp (f, g) là cyclic (ψ,ϕ,A,B)-co yếu kiểu Chatterjea;

b) f hoặc g liên tục

thì f và g có điểm bất động chung u ∈ A ∩B.

1.19 Định lí. ([3]) (Theorem 2.2) Giả sử (X,≤, d) là không gian b-mêtric đầy đủ có thứ
tự bộ phận với tham số s ≥ 1, A và B là hai tập con đóng khác rỗng của X; f, g : X → X
là hai ánh xạ (A,B)-tăng yếu. Khi đó, nếu

a) Cặp (f, g) là cyclic (ψ,ϕ,A,B)-co yếu kiểu Chatterjea;

b) Không gian (X,≤) là chính quy, nghĩa là nếu {xn} là dãy tăng trong X và xn → u ∈ X
thì xn ≤ u với mọi n = 1, 2, ...

thì f và g có điểm bất động chung.

2 Các kết quả chính

2.1 Định nghĩa. Giả sử A và B là hai tập con khác rỗng của không gian b-mêtric nón
(X, d), A ∪B = X; f, g và T là các ánh xạ từ X vào X. Hai ánh xạ f và g được gọi là cặp
T -cyclic co kiểu Hardy-Rogers nếu

i) f (A) ⊂ T (B) , g (B) ⊂ T (A);

ii) Tồn tại các hằng số không âm α1, α2, ..., α5 sao cho α1 + α2 + ...+ α5 < 1 và với mọi
x ∈ A, y ∈ B ta có
d (fx, gy) ≤ α1d (Tx, Ty) +α2d (Tx, fx) +α3d (Tx, gy) +α4d (Ty, fx) +α5d (Ty, gy)
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Ta nhận thấy rằng, trong định nghĩa này nếu ta lấy A = B = X, f = g và T : X → X là
ánh xạ đồng nhất (tức Tx = x với mọi x ∈ X) thì ta nhận được khái niệm ánh xạ co kiểu
Hardy-Rogers.

2.2 Định lí. Giả sử A,B là hai tập con đóng khác rỗng trong không gian b-mêtric nón đầy
đủ (X, d), A ∪B = X; f, g và T là các ánh xạ từ X vào chính nó thỏa các điều kiện sau

i) T đơn ánh và T (A), T (B) là hai tập con đóng trong X;

ii) f và g là cặp T -cyclic co kiểu Hardy-Rogers với các hằng số α1, α2, ..., α5 thỏa mãn

α1 + α2 + 2sα3 + α5 < 1, (1)
α1 + α2 + 2sα4 + α5 < 1, (2)

(α1s+ α3 + α4) s < 1, (3)
(α2 + α4s) s < 1, (4)
(α5 + α3s) s < 1. (5)

Khi đó, f, g và T có điểm trùng nhau và có duy nhất một giá trị chung. Hơn nữa nếu thêm
giả thiết (f, T ) và (g, T ) là cặp ánh xạ tương thích yếu thì f, g và T có duy nhất một điểm
bất động chung.

Chứng minh. Lấy x0 ∈ A, vì f(A) ⊂ T (B) nên tồn tại x1 ∈ B sao cho fx0 = Tx1. Do
g(B) ⊂ T (A) nên tồn tại x2 ∈ A sao cho gx1 = Tx2. Tiếp tục lý luận tương tự ta xây dựng
được dãy các điểm {xn} trong A ∪B sao cho

a) x2n ∈ A, x2n+1 ∈ B với mọi n = 1, 2, ...;

b) fx2n = Tx2n+1, gx2n+1 = Tx2n+2,∀n = 0, 1, ...

Vì f và g là cặp T -cyclic co kiểu Hardy-Rogers và x2n ∈ A, x2n+1 ∈ B nên với mọi n = 0, 1, ...
ta có

d (Tx2n+1, Tx2n+2) = d (fx2n, gx2n+1)

≤ α1d (Tx2n, Tx2n+1) + α2d (Tx2n, fx2n)

+ α3d (Tx2n, gx2n+1) + α4d (Tx2n+1, fx2n)

+ α5d (Tx2n+1, gx2n+1)

= α1d (Tx2n, Tx2n+1) + α2d (Tx2n, Tx2n+1)

+ α3d (Tx2n, Tx2n+2) + α4d (Tx2n+1, Tx2n+1)

+ α5d (Tx2n+1, Tx2n+2)

≤ α1d (Tx2n, Tx2n+1) + α2d (Tx2n, Tx2n+1)

+ α3s [d (Tx2n, Tx2n+1) + d (Tx2n+1, Tx2n+2)]

+ α5d (Tx2n+1, Tx2n+2) .

27



Đ. H. Hoàng, N. H. Tân / Về sự tồn tại điểm bất động chung của cặp ánh xạ T -Cyclic co...

Do đó

d (Tx2n+1, Tx2n+2) ≤
α1 + α2 + sα3

1− α3s− α5
d (Tx2n, Tx2n+1)

:= rd (Tx2n, Tx2n+1) ,∀n = 0, 1, ..., (6)

trong đó

r =
α1 + α2 + sα3

1− α3s− α5
.

Tương tự ta có

d (Tx2n, Tx2n+1) ≤ qd (Tx2n−1, Tx2n) , ∀n = 0, 1, ..., (7)

trong đó

q =
α1 + α5 + sα4

1− sα4 − α2
.

Từ (1) và (2) suy ra r và q ∈ [0, 1). Đặt

λ := max (r, q) ∈ [0, 1) .

Từ (6) và (7) suy ra

d (Txn, Txn+1) ≤ λd (Txn−1, Txn) , ∀n = 1, 2, ...,

Bất đẳng thức này chứng tỏ

d (Txn, Txn+1) ≤ λnd (Tx0, Tx1) ,∀n = 1, 2, ..., (8)

Vì λ ∈ [0, 1) nên λn → 0 khi n → ∞. Kết hợp với (8) suy ra d (Txn, Txn+1) → 0 khi
n→∞, tức là với mọi c ∈ intP tồn tại số tự nhiên nc sao cho

d (Txn, Txn+1)� c,∀n ≥ nc. (9)

Tiếp theo, ta chứng minh {Txn} là dãy Cauchy, tức chứng minh với mọi c ∈ intP ta có

d (Txn, Txn+k)� c (10)

với mọi số tự nhiên n đủ lớn và với mọi số tự nhiên k.
Từ (9) và từ bất đẳng thức

d (Txn, Txn+k) ≤ sd (Txn, Txn+1) + sd
(
Txn+1, Tx(n+1)+k−1

)
với mọi n và với mọi k, suy ra chỉ cần chứng minh bất đẳng thức (10) đúng với mọi số tự
nhiên n đủ lớn và với mọi số tự nhiên k lẻ là đủ.
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Giả sử k là số tự nhiên lẻ và n là số tự nhiên chẵn. Khi đó, xn ∈ A và xn+k ∈ B. Do đó
Txn = gxn−1, Txn+k = fxn+k−1. Từ đó, sử dụng điều kiện co ta có

d (Txn, Txn+k) = d (fxn+k−1, gxn−1)

≤ α1d (Txn+k−1, Txn−1) + α2d (Txn+k−1, Txn+k)

+ α3d (Txn+k−1, Txn) + α4d (Txn−1, Txn+k)

+ α5d (Txn−1, Txn)

≤ α1sd (Txn+k−1, Txn+k) + α1s
2d (Txn+k, Txn)

+ α1s
2d (Txn, Txn−1) + α2d (Txn+k−1, Txn+k)

+ α3sd (Txn+k−1, Txn+k) + α3sd (Txn+k, Txn)

+ α4sd (Txn−1, Txn) + α4sd (Txn, Txn+k)

+ α5d (Txn−1, Txn) .

Do đó(
1− α1s

2 − α3s− α4s
)
d (Txn, Txn+k) ≤ (α1s+ α2 + α3s) d (Txn+k−1, Txn+k)

+
(
α1s

2 + α4s+ α5

)
d (Txn−1, Txn) .

Từ điều kiện (3) suy ra 1− α1s
2 − α3s− α4s > 0. Do đó

d (Txn, Txn+k) ≤
α1s+ α2 + α3s

1− α1s2 − α3s− α4s
d (Txn+k−1, Txn+k)

+
α1s

2 + α4s+ α5

1− α1s2 − α3s− α4s
d (Txn−1, Txn) . (11)

Từ (9) và (11) suy ra

d (Txn, Txn+k)� c (12)

với mọi n chẵn đủ lớn và với mọi k lẻ. Từ (9) và (12) và bất đẳng thức

d (Txn, Txn+k) ≤ sd (Txn, Txn+1) + s2d (Txn+k, Txn+k+1)

+ s2d
(
Txn+1, Tx(n+1)+k

)
suy ra

d (Txn, Txn+k)� c

với mọi n đủ lớn và với mọi k lẻ. Như vậy (10) đúng với mọi n đủ lớn và với mọi k lẻ. Do
đó theo lập luận ở trên ta kết luận được (10) đúng với mọi số tự nhiên n đủ lớn và với
mọi số tự nhiên k, tức {Txn} là dãy Cauchy. Vì (X, d) là không gian đầy đủ nên tồn tại
y ∈ X sao cho Txn → y. Từ đó suy ra Tx2n → y và Tx2n+1 → y. Theo cách xây dựng
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dãy {xn} ta có {x2n} ⊂ A, {x2n+1} ⊂ B. Kết hợp với tính đóng của T (A) và T (B) suy ra
y ∈ T (A)∩T (B). Mặt khác, T là đơn ánh nên từ y ∈ T (A)∩T (B) suy ra tồn tại x ∈ A∩B
sao cho y = Tx. Như vậy Txn → Tx = y.

Bây giờ, ta chứng minh x là điểm trùng nhau của f, g và T . Vì x ∈ A ∩B nên sử dụng
điều kiện co ta có

d (y, fx) ≤ sd (y, Tx2n+2) + sd (fx, Tx2n+2)

= sd (y, Tx2n+2) + sd (fx, gx2n+1)

≤ sd (y, Tx2n+2) + s [α1d (Tx, Tx2n+1)

+ α2d (Tx, fx) + α3d (Tx, Tx2n+2)

+α4d (Tx2n+1, fx) + α5d (Tx2n+1, Tx2n+2)]

≤ sd (y, Tx2n+2) + s[α1d (Tx, Tx2n+1)

+ α2d (y, fx) + α3d (y, Tx2n+2)

+ sα4d (Tx2n+1, y) + sα4d (y, fx) + α5d (Tx2n+1, Tx2n+2)].

Do đó (
1− α2s− α4s

2
)
d (y, fx) ≤ s [d (y, Tx2n+2) + α1d (y, Tx2n+1)

+ α3d (y, Tx2n+2) + sα4d (y, Tx2n+1)

+ α5d (Tx2n+1, Tx2n+2)],∀n = 0, 1, ....

Từ Txn → y suy ra với mọi c ∈ intP tồn tại số tự nhiên nc sao cho với mọi n ≥ nc ta có(
1− α2s− α4s

2
)
d (y, fx) ≤ s [(1 + α3) d (y, Tx2n+2)

+ (α1 + α4s) d (y, Tx2n+1) +α5d (Tx2n+1, Tx2n+2)]� c

Do đó (
1− α2s− α4s

2
)
d (y, fx)� c,∀c ∈ intP. (13)

Từ điều kiện (4) suy ra 1 − α2s − α4s
2 > 0. Do đó từ (13) và Bổ đề 1.4 viii) suy ra

d(y, fx) = 0, tức y = fx. Sử dụng điều kiện (5), bằng cách tương tự như trên ta chứng
minh được y = gx. Như vậy ta có

fx = gx = y = Tx,

tức x là điểm trùng nhau của f, g và T còn y là giá trị chung của f, g và T .
Giả sử f, g và T có thêm một giá trị chung nữa, ký hiệu là w. Khi đó, tồn tại z ∈ X =

A ∪B sao cho fz = gz = Tz = w. Giả sử z ∈ B. Khi đó, vì x ∈ A

d (y,w) = d (fx, gz) ≤ α1d (y,w) + α2d (y, y)

+ α3d (y,w) + α4d (w, y) + α5d (w,w)
= (α1 + α3 + α4) d (y,w) .
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Vì α1+α3+α4 < 1 nên từ bất đẳng thức này suy ra d(y, w) = 0. Vì thế y = w. Nếu z ∈ A
thì sử dụng x ∈ B và chứng minh tương tự ta cũng nhận được y = w. Như vậy, giá trị
chung của f, g và T là duy nhất.

Cuối cùng, giả sử (f, T ) và (g, T ) là các cặp tương thích yếu. Khi đó, vì x là điểm chung
của f, g và T nên

fTx = Tfx và gTx = Tgx .
Do đó fy = gy = Ty. Điều này chứng tỏ

u := fy = gy = Ty
cũng là một giá trị chung của f, g và T . Vì giá trị chung của f, g và T là duy nhất nên ta
có y = u = fy = gy = Ty, tức y là điểm bất động chung duy nhất của f, g và T .

Sau đây là một số hệ quả của Định lý 2.2.
Trong Định lý 2.2 lấy α2 = α5, α3 = α4 ta nhận được kết quả sau.

2.3 Hệ quả. Giả sử A,B là hai tập con đóng khác rỗng trong không gian b-mêtric nón đầy
đủ (X, d), A ∪B = X; f, g và T là các ánh xạ từ X vào chính nó thỏa các điều kiện sau

i) T đơn ánh và T (A), T (B) là hai tập con đóng trong X;

ii) f và g là cặp T -cyclic co kiểu Hardy-Rogers với các hằng số α1, α2, α3, α4, α5 thỏa
mãn

α5 = α2;α3 = α4,

α1 + 2α2 + 2sα3 < 1,

α1s
2 + 2α3s < 1,

α2s+ α3s
2 < 1,

d (fx, gy) ≤ α1d (Tx, Ty) + α2 [d (Tx, fx) + d (Ty, gy)] + α3 [d (Tx, fy) + d (Ty, gx)] ,

với mọi x ∈ A, y ∈ B.
Khi đó, f, g và T có điểm trùng nhau và có duy nhất một giá trị chung. Hơn nữa nếu

thêm giả thiết (f, T ) và (g, T ) là hai cặp ánh xạ tương thích yếu thì f, g và T có duy nhất
một điểm bất động chung.

Trong Định lý 2.2, lấy T : X → X là ánh xạ đồng nhất ( tức Tx = x với mọi x ∈ X)
ta nhận được hệ quả sau.

2.4 Hệ quả. Giả sử A,B là hai tập con đóng khác rỗng của không gian b-mêtric nón đầy
đủ (X, d), f và g : A ∪B → A ∪B là hai ánh xạ thỏa mãn

i) f(A) ⊂ B, g(B) ⊂ A;

ii) Tồn tại các hằng số không âm α1, α2, ..., α5 sao cho
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α1 + α2 + 2α3s+ α5 < 1,

α1 + α2 + 2α4s+ α5 < 1,

(α1s+ α3 + α4) s < 1,

(α2 + α4s) s < 1,

(α5 + α3s) s < 1

và

d (fx, gy) ≤ α1d (x, y) + α2d (x, fx) + α2d (x, gy) + α4d (y, fx) + α5d (y, gy)

với mọi x ∈ A, y ∈ B.
Khi đó, f và g có duy nhất một điểm bất động chung.

Nhờ Hệ quả 2.4 ta thu được hệ quả sau.

2.5 Hệ quả. Giả sử (X, d) là không gian mêtric nón đầy đủ và f : X → X là ánh xạ co
kiểu Hardy-Rogers, tức là tồn tại các hằng số không âm α1, α2, ..., α5 sao cho

α1 + α2 + ...+ α5 < 1 (14)

và

d (fx, fy) ≤ α1d (x, y) + α2d (x, fx) + α3d (x, fy)

+ α4d (y, fx) + α5d (y, fy) ,∀x, y ∈ X. (15)

Khi đó, f có duy nhất điểm một bất động trong X.

Chứng minh. Từ (15) suy ra

d (fx, fy) = d (fy, fx) ≤ α1d (x, y) + α2d (y, fy) + α3d (y, fx)

+α4d (x, fy) + α5d (x, fx) , ∀x, y ∈ X. (16)

Từ (15) và (16) suy ra

d (fx, fy) ≤ α1d (x, y) +
α2 + α5

2
[d (x, fx) + d (y, fy)]

+
α3 + α4

2
[d (x, fy) + d (y, fx)] ,∀x, y ∈ X. (17)

Đặt

β1 = α1, β2 =
α2 + α5

2
, β3 =

α3 + α4

2
, β4 = β3, β5 = β2.
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Khi đó (17) trở thành

d (fx, fy) ≤ β1d (x, y) + β2d (x, fx) + β3d (x, fy)

+ β4d (y, fx) + β5d (y, fy) ,∀x, y ∈ X.

Ta có

β1 + β2 + 2β3 + β5 = α1 + α2 + ...+ α5 < 1,

β1 + β2 + 2β4 + β5 < 1,

β1 + β3 + β4 < 1,

β2 + β4 = β3 + β5 < 1.

Như vậy, các điều kiện của Hệ quả 2.4 được thỏa mãn với f = g, s = 1 và A = B = X. Do
đó kết luận cần chứng minh được suy ra từ Hệ quả 2.4.

2.6 Định lí. Cho (X,≤, d) là không gian b-mêtric nón đầy đủ, A và B là hai tập con đóng
khác rỗng sao cho A ∪ B = X. Gỉa sử f, g : X → X là cặp ánh xạ (A,B)-tăng yếu thỏa
mãn các điều kiện sau

i) f(A) ⊂ B, g(B) ⊂ A;

ii) Tồn tại các hằng số không âm α1, α2, ..., α5 sao cho các điều kiện (1),(2),(3),(4),(5)
trong Định lý 2.2 được thỏa mãn và

d (fx, gy) ≤ α1d (x, y) + α2d (x, fx) + α3d (x, gy)

+ α4d (y, fx) + α5d (y, gy) (18)

với mọi x ∈ A, y ∈ B mà x ≤ y hoặc y ≤ x;

iii) f hoặc g liên tục, hoặc (X,≤) chính quy.

Khi đó, f và g có có điểm bất động chung trong A ∩ B. Hơn nữa, nếu thêm giả thiết các
điểm bất động chung của f và g so sánh được với nhau thì điểm bất động chung của f và
g là duy nhất.

Chứng minh. Lấy x0 ∈ A và đặt x1 = fx0 ∈ B, x2 = gx1 ∈ A, x3 = fx2 ∈ B. Tiếp tục lý
luận tương tự ta xây dựng được dãy {xn} ⊂ X sao cho

(a) x2n ∈ A, x2n+1 ∈ B, ∀n = 0, 1, ...,

(b) fx2n = x2n+1, gx2n+1 = x2n+2,∀n = 0, 1, ...,

Vì (f, g) là cặp ánh xạ (A,B) tăng yếu nên

x2n+1 = fx2n ≤ gfx2n = x2n+2 = gx2n+1 ≤ fgx2n+1 = x2n+3
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với mọi n = 0, 1, .... Như vậy các số hạng của {xn} là đôi một so sánh được với nhau. Do
đó, ta có thể áp dụng điều kiện co (ii) cho các số hạng của {xn}.
Mặt khác dãy {xn} chính là dãy {Txn} trong chứng minh Định lý 2.2 với T là ánh xạ đồng
nhất trên X. Do đó, tiếp tục lặp lại chứng minh của Định lý 2.2 và thay Txn bởi xn ta
nhận được dãy {xn} là dãy Cauchy và xn → y ∈ A ∩B.

Bây giờ, giả sử f hoặc g liên tục. Giả sử f liên tục. Khi đó, từ xn → y suy ra x2n → y
và x2n+1 → y. Do đó fx2n → fy hay x2n+1 → fy theo Bổ đề 1.10 thì y = fy. Vì y ∈ A∩B
và y ≤ y nên

d (y, gy) = d (fy, gy) ≤ α1d (y, y) + α2d (y, fy) + α3d (y, gy)

+ α4d (y, y) + α5d (y, gy)

= (α3 + α5) d (y, gy)

Kết hợp với (α3 + α5) < 1 suy ra d(y, gy) = 0 tức y = gy.
Như vậy y là điểm bất động chung của f và g.

Trường hợp g liên tục được chứng minh tương tự.
Cuối cùng, giả sử u cũng là điểm bất động chung của f và g và u so sánh được với y.

Khi đó, từ f(A) ⊂ B và g(B) ⊂ A suy ra u ∈ A ∩B. Do đó

d (y, u) = d (fy, gu) ≤ α1d (y, u) + α2d (y, fy) + α3d (y, gu)

+ α4d (u, fy) + α5d (u, gu)

= (α1 + α3 + α4) d (y, u) .

Từ α1 + α3 + α4 < 1 suy ra d(y, u) = 0, tức y = u. Vậy điểm bất động chung của f và g là
duy nhất.

2.7 Chú ý. Trong trường hợp (X, d) là không gian b-mêtric thật sự nghĩa là s > 1 thì hai
Định lý 1.18 và Định lý 1.19 tức Định lý 2.1 và Định lý 2.2 trong ([3]) là trường hợp đặc
biệt của Định lý 2.6 khi lấy

α1 = α2 = α3 = α5 = 0, α4 =
1

s2 (s+ 1)
.

Thật vậy, nếu các giả thiết của Định lý 1.18 hoặc Định lý 1.19 được thỏa mãn thì từ điều
kiện f và g : X → X là hai ánh xạ (A,B)-tăng yếu và là cặp cyclic (ψ,ϕ,A,B)-co yếu kiểu
Chatterjea ta có

ψ
(
s2d (fx, gy)

)
≤ ψ

(
d (x, gy) + d (y, fx)

s+ 1

)
− ϕ (d (x, gy) , d (y, fx)) .

Vì ψ là hàm không giảm và ϕ ≥ 0 nên từ bất đẳng thức trên suy ra

s2d (fx, gy) ≤ d (x, gy) + d (y, fx)

s+ 1

34



Trường Đại học Vinh Tạp chí khoa học, Tập 49 - Số 3A/2020, tr. 22-36

hay

d (fx, gy) ≤ d (x, gy) + d (y, fx)

s2 (s+ 1)
= α4 [d(x, gy) + d(y, fx)]

với mọi x ∈ A, y ∈ B mà x ≤ y hoặc y ≤ x.

Từ đây suy ra điều kiện (18) trong Định lý 2.6 được thỏa mãn. Mặt khác ta dễ dàng
kiểm tra được các điều kiện còn lại của Định lý 2.6 cũng được thỏa mãn với s > 1. Vậy
Định lý 2.1 và Định lý 2.3 trong ([3]) là trường hợp đặc biệt của Định lý 2.6 khi (X, d) là
không gian b-mêtric với s > 1.
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SUMMARY

ON EXISTENCE OF COMMON FIXED POINT
FOR CYCLIC T -HARDY-ROGERS TYPE CONTRACTIVE PAIR

IN CONE b-METRIC SPACES

In this paper, we introduce the notion of a pair T -cyclic Hardy-Rogers contractive maps
and establish some common fixed results for this class of mappings in cone b-metric spaces.
These results extend generalize well-known results.

Keywords: Common fixed point; contraction; T -cyclic Hardy-Rogers type contraction;
cone b-metric space.
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